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Resume ---L’energie thermique apportee par la condensation de la vapcur d’eau contenue dans un 
courant d’air ascendant d’origine naturelle ou artihcielle influence fortement I’evolution dans 
I’atmosphtre de ce courant. Le present travail a pour objet d’inclurc dans I’equation classique de 
I’inergie, considirie d’un point de vue integral, les termes resultant d’un changement d’ttat. 
L’expression exponentielle donnant la tension saturante de vapeur d’eau est remplacke par une 
fraction rationnelle, qui tout en conduisant a des valeurs numeriques en excellent accord avec les 
valeurs experimentales, permet une discussion simple de I’existence et des dimensions de la zone de 

condensation. 

NO,WENCLATURE 

Iargeur caractkristique du panache; 
largeur du panache visible (zone de 
condensation); 
chaleur spkifique de l’air a pression 
constante; 
chaleur speccifique de la vapeur d’eau a 
pression constante; 
chaleur spkcifique de I’air a 
volume constant; 
chaleur specifique de la vapeur d’eau a 
volume constant ; 
constantes; 
pression partiehe de ia vapeur d’eau ; 
chaleur latente de changement d’etat 
eau-vapeur ; 
fonction caractiristique de la 
repartition radiale de la 
vitesse axiale ; 

P(z,tj), pression statique locale: 

PI(Z) = P,(z, x,): 
R,, = C,- C, (cas de l’air); 

4% = C, - C,, (cas de la vapeur d’eau); 
r, = rayon courant ; 
s(q), fonction caracttristique de la 

repartition radiale de 
la temperature; 

Tfz,~), temperature locale en K ; 
T,(z), = T(z,o); 
T,(z), = 7-k co 1; 
tbfb fonction caracteristique de la 

repartition radiale du 
rapport de melange 
de I’air humide; 

-- 
* I.U.T. d’Aix-en-Provence, Departement “Genie 

Mecanique”. 
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% composante radiaIe de la vitesse; 
uc, valeurdeuar=h,; 
w,(z), vitesse axiale de reference a 

I’altitude z; 
2, altitude; 
W, = W,,,/(P)) composante axiale de la vitesse. 

Symboles grecs 

coefficient d’entrainement: 
u,(z) = -aw,; 
= T-T, = (T,-T*).s(~); 

= Pl -P = (P,-p,)s(rl); 
= T-T, = (?,-f,)t(?f); 

= r/h, q, = 6,./b; 

= p(z,O); 
=p(s =I; 
masse d’eau, a I’ttat liquide ou vapeur. 
par unite de masse d’air set; 
= r(z,O); 
= T(Z, LOO); 
rapport de melange saturant de 
[‘air humide. 

( ),,,+, la valeur entre parentheses correspond 
I une transformation adiabatique; 
les grandeurs utihsies sont des 
grandeurs moyennes dans le temps; 
le signe prime caracttrise la 
composante de fluctuation de la 
grandeur qu’il ailecte ; 
les produits de corrklation moyennls 
dans le temps sont surlignb; 
I’indices 2” se rapporte aux conditions 
de saturation. 

INTRODUCilON 

LES PANACHES thermiques peuvent avoir des origines 
naturelles (volcans, incendies.. . ) ou artificielles (cen- 
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t&es thermiques, villes . . .). Quelle qu’en voit la cause, 
de pair rechauffe (set ou humide) s’tleve dans 
l’atmospherelipartird’unesourcededimensionsfinies; 
ces transferts d’energie thermique peuvent occasionner 
des phenomtnes meteorologiques. 

Le developpement du panache dans l’atmosphtre 
est certainement conditione dune maniere importante 
par la puissance thermique initiale Cmise, et les 
repartitions respectives de temperature et d’humiditi. 
En consequence, il apparait utile d’etudier l’influence 
des conditions aux limites sur le developpement 
lateral et vertical de la zone perturbie, ainsi que sur 
ses caracteristiques physiques. Cette etude devrait 
permettre de determiner I’impact mheorologique 
de ces courants ascendants particuliers. 

Les problemes de convection dans l’atmosphere 
furentabordesen 1952parRouse,YihetHumphrey[l]. 
Ces auteurs ont formule les hypotheses de base et itabli 
le systeme d’equations correspondant. Celui-ci est 
risolu dans le cas dun milieu non stratifie en utilisant 
une methode integrale. En 1956, Morton et Turner [2] 
ont etendu ces calculs au cas d’un milieu strati% en 
faisant appel B la notion d’entrainement introduite par 
Taylor [3] en 1945; ils ont determine des valeurs du 
coefficient caract~ristique de cet entra~nement, 

En 1961 Emmonset Lin Lee [4] ont,d’une part affinc 
l’expression du profii radial de masse volumique en 
tenant compte du nombre de Schmidt et d’autre part 
mis en relief l’importance du nombre de Froude 
gravitationnel initial. 

Lin Lee a precise en 1965 [S] le concept d’entraine- 
ment par le biais de l’tquation de continuith 

Tous ces auteurs supposent que le phinomene est 
i invariance locale, le calcul montre que dans ce cas 
il existe une difference notable entre le travail des 
forces de poussee hydrostatique et l’energie cinctique 
du mouvement moyen ; en 1971 Turner [6] a calcule 
ce dtfaut de transfert d’energie pour diffcrents types 
de profils en vue de pouvoir preciser la rencontre 
avec l’interface de deux milieux de densites differ- 
entes, dun jet soumis a la seule poussee 
hydrostatique. 

Hill [7], en 1972, ameliorant une technique 
experimentale utiliste par Ricou et Spalding [S], a 
mesure l’entrainement local d’un jet au niveau du 
noyau potentiel. Cet auteur trouve que la valeur 
asymptotique du coefficient d’entrainement est at- 
teinte i une distance Cgale $ treize fois le diambre de 
la section origine, alors qu’en 1969 Keffer estimait 
cette distance & six diametres settlement: remarquons 
toutefois que la valeur du coefficient d’entrainement 
$ cette derniere distance est Cgale ri 90% de sa valeur 
asymptotique. 

En 1975, Caudron et Violet [Y], ont aborde l’etude 
des refrigerants atmospheriques en utilisant un 
modele mathematique tri-dimensionnel qu’ils ont 
trait6 par des methodes informatiques. Ce modele 
tient compte des changements d’etat; il permet de 
definir le panache visible, aussi bien dans le cas d’un 
vent non nul que dans celui dune atmosphere calme. 

En resume, l’tvolution des panaches thermiques 

dans l’atmosphire est actuellement bien analysee, 
cependant Sinfluence des changements d’itat sur 
cette evolution n’a Cte prise en consideration que 
tout recemment, d’un point de vue ponctuel et sous 
forme dun Clement correctif qui augmente nettement 
le temps de calcul. 

Cette etude est un essai theorique ayant en vue le 
calcul complet du changement d’ttat dans un modile 
mathematique utilisant la methode integrale; bien 
qu’approchie elle permet d’apprecier I’influence 
relative des divers parametres. 

MISE EN EQUATION DU PROBLEME 

L’holution generaie des panaches est regie par les 
equations classiques de la mecanique des fluides 
turbulents. L’influence de la condensation se mani- 
feste au niveau de l’equation de l’tnergie qui s’icrit, 
en coordonnees cylindriques et dans le cas ou il n’y a 
pas de phase liquide: 

=v,+9,+6, (1) 

ou WI, gl, 8 r, sont les variations d’energie dues 
respectivement : 

-_$ la diffusion turbulente 

V, = -C 
a-- 

- (ru'T') 
‘dr 

-li la detente 

1 
-au changement d&at 

ou L, reprisente la chaleur massique de changement 
d’etat. 

En accord avec les differents travaux consult& [l, 
2, 4, 53 I’equation (1) est integrte ii 2 constant. 
L’hypothese d’invariance locale conduit alors a 
remplacer r par la variable adimensionnee q = r/b, 

oti b est une fonction de z caracteristique de la 
largeur du panache. Aucune hypothise n’etant 
introduite sur l’evolution des diverses grandeurs en 
fonction de z, il ne nous a pas semble necessaire 
d’adimensionner cette variable. 

Pour la suite des calculs, la composante axiale de 
la vitesse, et l&art par rapport au milieu exterieur 
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de: la temperature; la masse volumique; le taux 
d’humidite; sont Ccrits chacun sous la forme du 
produit dune fonction de z par une fonction 

gaussienne de n. On effectue ensuite une integration a 
z constant, de zero a l’infini suivant n, en negligant t 

devant 1 et tC devant C,, C designant la chaleur 
massique de l’eau. 

Remarquons que pour le changement d’etat, 
I’integrale ne doit etre prise en compte que dans le 
domaine de variations de n ou T > 2,. Ce domaine est 
defini par les racines nU,, I]~> de l’equation t, = t. 

On obtient tous calculs faits: 

ou e, designe la tension partielle de vapeur saturante 

pour I’eau. Or e,/p < 0,03* done ntgligeable devant 1 
d’ou T,N (RJR )(e,/p). Par ailleurs la formule de 

Clapeyron E, = RUT* (l/e,)(de,,,/dT) permet 
d’exprimer L, en fonction de e, et de T 11 est 
interessant de remarquer que e, Ctant une fonction 
de la temperature, L,rJT peut s’exprimer sous la 
forme suivante: 

F(t) L”7, 
avec t = T-273 

T P(Z) 

en portant dans (6) on obtient: 

l-e-“‘db*w 1dFaT 
-pm--- dr]. 

2 dz pdT an 1 
(7) 

L’hypothese de repartition gaussienne permet de 
passer de la variable n a la variable T lorsque AT, 

# 0 puisqu’on Ccrit : 

AT em”‘+ Tl = T, 
T-T, 

m soit e-‘+ = br 
m 

or 

(3) 

aT ,dAT, dT, _ = e-‘1 ~ 
aZ dz +Z’ 

Pour calculer J, une repartition gaussienne des 
De plus, on notera que: 

fonctions de q figurant dans les expressions de w, AT, 
At, a CtC choisie [2]. En utilisant w = w,(z) em’!* on 

dT= ;dz+gdq 

deduit, de l’equation de continuite, l’expression 
suivante de u (composante radiale de la vitesse). et, a z constant, cette differentielle se reduit a: 

ce qui donne pour la troisieme inttgrale de (3): L’equation (7) donnant J peut alors s’ecrire sous la 
forme : 

(4) 

On obtient alors pour (3): 

(5) 

puis: 

J= 

drl. (6) 

On sait que: 

Od 

s T”Z 
J = A(z) 

TU, dF 
T-dT 

T”I 
T’$dT + B(z) 

s T,,, dT 

s 

T”2 
+ C(z) TFdT 

T”, 

b2w, dp 
C(z) = --. 

2p2A T,,, dz 

R e t,=2L 
R, (P--A *Dans les conditions de l’ktude. 
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En posant e, = G(r) on a F(t) = ~=T(dG/d~), en dont ii est facile de determiner les rakes hentueiles et, 
utilisant cette expression et integrant par parties on lo~qu’~yena,leur~sition~rrap~~ $ Ti = tl + 273 
obtient : et TI f AT,. La fonction adopt&z pour r, conduit A: 

s TV2 
J = 2[2A(z)- C(z)] GTdT 

TV1 GdT= $+$+$n(ct+l) 

+ B(r) 
f 

r”2 
s 

GdT+ T[A(z)T +B(z)F] et 

T,, 

-=([W+C(z)-jT +B(z)j. 
.I‘ 

3 Af273ac 
GTdT=%+ 2cf tZ+ 

273Ac+Br 
c3 

Le calcul se ram&e done a celui des deux 
integrales fGTdT et ]GdT et des bomes 

+ B(273c- f ) 
c4 

ln(cr+ 1) 

~int~gration T,, et T,, qul correspondent aux limites 
du panache visible, c’est ;i dire aux valeurs pour 

od 

lesquehes rS = r. Dans les applications pratiques on A = be-a, B = c2-bc+a, t = T-273. 
prend generalement (9) On obtient alors pour AT,,, # 0: 

380 r, = ____j()w;+r J = BI{A(z)[cpl(t”,)-cpi(t”,)l 
Pl 

or la repartition gaussienne donne r = r1 +Ar, e-‘I” 
+B(z)[~z(t,,)-(~2(tv,)l 

qui peut s’exprimer en fonction de t par fC(z)[cP3(t,,)-~3(t,Ijlj 

t-t, 
5 = r,+Ar,---- 

AT, 

sous reserve que AT, # 0. 
La recherche des racines de l’equation T, = r peut 

Cvidemment se faire numeriquement, mais la forme 
classique de 7X ne permet pas une discussion 
analytique facile des nombreux cas possibles. Pour 
pallier a cet inconvenient on a cherche pour 7s une 
expression algtbrique simple prenant approximative- 
ment les m&mes valeurs que 10jt’z+r dans l’intervalle 
t[ -Ire” +40”]. 

11 est apparu un accord excellent en prenant pour 
t, une expression de la forme: 

380at2+bt+l 
7s = - 

Pl ct+-1 

oti CZ, b, c, sont des constantes pour lesquelles ii y a 
un changement de vaIeur quand t change de signe. 

L’equation rS = T se presente alors pour AT,,,#O 
sous la forme dune equation du second degrt: 

~~, 380b 
~(l-ct,)--+cz, t 

m PI I 

380 
-$,ir,--=O 

m Pl 

Od 

& = 380R,, t,, = T,, -273, t,, = T,, -273 

pi(t) = (t+273)3 F,(t)-2(t+ 273)2 F,(t)+4 F&(t) 

q2(t) = (t-t273)2F,(t)-(t+273)F2(t)fF,(c) 
v)&) = (t +273)2F2(t)-2F,(c) 

F,(t) = 
act2+2at+b-c 

(ct+ 1Y 

F;(t) = 
at2+bt+t 

ct+ I 

F&) = 
C 

~+~+~ln~~~+~) 
I 

F.&f = mF,(t)+g+$+ $-:ln(ct+I). 

Lorsque AT, = 0 il nest pas possible d’integrer J 
par rapport a T, il faut conserver la variable q, et 
calculer (7) pour T = Tl et ~T/&J = 0; ce qui donne: 

b*w 
J=&(tr+273)--1! dT, TI 8 dp, 

Pl 
F,(t~)y~Wt,)-;i;- I 

1 - e-*ft dAT 1 - e- 2tl: 
x ---F,(r,)~ -4--- 

2 

Tableau 1, zs (g par kg d’air set) 

t”C -40 -30 -25 -20 -15 -10 -5 0 a = 4,8865 x 1O-4 

Formule 0,06 0,22 0,39 0.65 
Table rlO1 0.08 0,23 0,39 0,64 

1,04 
1,Ol 

MO 2,45 
MO 2,47 

3,15 b = 4,3531 x lo-’ 
3,15 c = 4,355o x 10-Z 

PC 5 10 15,. 20 25 30 35 40 a = 1,7318 x 10-3 

Formule 
Table [lo] 

5,34 7,.54 
5,36 I,54 

lO$S 14,36 
IO,47 1q35 

19,43 26,06 34,79 46,41 b = 5,8307 x lo-’ 
19,30 26,05 34,52 4528 c = 1,2672x 1O-2 
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FIG. 1. Diagrammedes conditions atmospheriques. 

od 

Fs(t) = : - 
( 

1 
:ct, 

act~+2atl+b-c 

+ 2B(t, +273) 

I ct,+l * 

CONCLUSIONS 

Par ces calculs l’influence du changement d’etat est 
incluse dans l’equation de l’energie qui, jointe aux 
autres equations de la mkcanique des fluides, permet 
de traiter simplement et d’une maniere plus complete 
le probleme de l’evolution des panaches thermiques. 

La Fig. (1) indique les conditions aux limites a la 
base du panache et pour l’atmosphere exterieure. La 
Fig. (2) montre les evolutions respectives d’un 
panache pour lequel il est tenu compte de I’influence 
de la cqndensation et du panache, correspondant 
aux m&m&s conditions aux limites, pour lequel cette 
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Wm, ms-1 

I I I I 

-5 0 IO 
ATm , G 

Fro. 2. Influence de la condensation sur I’evolution de AT, 
et W, en fonction de I’altitude Z. 

influence est negligee. La difference est considerable, 
ce qui montre l’importance du calcul de i’bnergie 
apportee par la condensation. 
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Abstract-The thermal energy released by the condensation of vapour included in an atmospheric 
updraft has a great impact on its atmospheric evolution. The aim of this work is to introduce in the 
classical energy equation the terms corresponding to the condensation or evaporation in the scope of an 
integral method. We choose to express the vapour saturation pressure as a rational ratio of temperature 
instead of the usual exponential law; this simplified expression gives numerical values in agreement with 
experiments and allows an easy evaluation of the existence and the importance of the condensation zone. 

UBER EINE NEUE METH~DE ZUR BERECHNUNG DES 
EINFLUSSES DER KONDENSATION AUF DIE ENTWICKLUNG VON 

THERMISCHEN AUFTRIEBSSTROMUNGEN 

Zusammenfassung-Die thermische Energie, welche bei der Kondensation von Wasserdampf in 
atmospharischen Auftriebsstromungen frei wird, hat groRen EinfluR auf die Entwicklung dieser Stromung 
in der Atmosphare. Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, die Terme, welche sich aus Kondensation und 
Verdampfung ergeben, in einer integralen Betrachtungsweise in die klassische Energiegleichung mit 
aufzunehmen. In der Gleichung fur den Sattigungsdruck des Wasserdampfes wird der Exponentialaus- 
druck durch ein rationales Verhaltnis ersetzt, was zu numerischen Werten von sehr guter 
Ubereinstimmung mit experimentellen Werten fuhrt und eine einfache Diskussion der Existenz und der 

Ausdehnung der Kondensationszone ermoglicht. 

0 HOBOM METOAE PACHETA BflMRHMIl KOHAEHCAHMM HA BOCXOARlIIMH 
TEflflOBOH IIOTOK 

AtmoTauwt - BbmflxmuaflCn npki kottnencatmu napa a BOCXOflllUeM aTMOC+epHOM noToKe 

rennoaaa sneprnn oka3bmaer 6onbmoe annatme Ha arMocthepnoe Tellerme. Henbio namioit pa6OTbl 

IIBIISICTCII y’,eT BJlHRHHIl KOHfleHCa”Ht-4 C(IIM HCnapeHHn B KflaCCWWCKOM YpaBHeHMM 3HepW,M B paMKaX 

HHTerpaflbHOrO MeToaa. Ynpourennoe ebipaxetine OJIR aaBneHIlR HaCblUeHHOrO napa. MCnO,,b3Y- 

eMOe BMeCTO 06bIYHOrO 3KCnOHeHUMaJbHOTO PaKOHa, L,aCT B03MOxHOCTb nOJ,yrMTb SMC.“eHHb,e 

3HaWHCIR, COrJlaCy~lurteCSl C PKCnepMMeHTaflbHblMM LlaHHblMC(, H nO3BOnfleT ,,erKO OUeHllTb Ha,,k,‘lHe 

II BJIClRHlle 30H KOHL,eHCa”HH. 


